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　　　Synops五s；This　paper　is　concerned　with　the　Uzawa　algorithm　applied　to　the　stationary
Stokes　flow　problem　which　is　formulated　as　a　boundary　value　problem　fbr　the　S七〇kes　equation
with　the　equation　of　continuity　and　the　boundary　condition．　In　the　spirit　of　the　Uzawa　algorithm
which　originated　from　the　optimization　problem　with　linear　constraints，　we　regard　the　equation
of　continuity　as　the　linear　cons七raints　and　regard　the　pressure　as　the　corresponding　Lagrange
multiplier．　Namely，　we　have　to　go　to　the　variational　formulation　of　the　Stokes　boundary　value
problem．　If　the　boundary　condition　is　of　the　second　type　on　a　part　S　of　the　boundary，　it　is
incorporated　as　a　kind　of　natural　boundary　condition　in　terminology　of　variational　method．
Then　we　state　the　Uzawa．algorithm　to　generate　approximate　sequences　for　the　flow　velocity
・tt　and　1♪、　The　convergence　of　the　approximation　to　the　exact　solution　with　error　decaying
exponentially，　namely，　the♀xponential　convergence　is　proved　which　is　new　to　the　case　with
boundary　condition　of　the　second　type．
　　　We　then　proceed　to　the　consideration　of　the　algorithm　applied　to　the　above－mentioned
boundary　problem　with　the　boundary　condition　replaced（at　a　part　of　the　boundary）by　the
so－c烈led　boundary　condition　of　frictional　type．　This　boundary　condition　reduces　to　the　usual
homogeneous　Dirichlet　condition　fbr　the　velocity　if　the　magnitude　of　the　stress　is　below　a
threshold，　while　it　admits　of　some　leak　or　slip　of　the　liquid　on　the　boundary．　We　deal　with
this　non－linear　boundary　condition　and　propose　a　kind　of　the　Uzawa　algorithm　and　clarify　by
numerical　experiments　that　the　Uzawa　algorithm　is　nicely　applied．　In　a　forthcoming　paper　we
intend　to　prove　or　disprove　the　exponential　convergence　of　the　algorithm．
　　　Keyword：Uzawa　algorithm，　Stokes　flow，　variational　inequ瓠ity，　frictional　boundary
condition，　numerical　experiment．
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1　導入と概略
　この論文では，粘性非圧縮流体の線形化された基礎方程式であるストークス方程式の境界
値問題（以下ストークス問題とよぶ）に対する，いわゆるUZAWA算法（Uzawa’s　algorithm）の
収束性ならびに収束の速さを解析的ならびに数値実験的に考察する．Uzawa算法は，線形拘束
条件のもとでの最適化問題に対して提案された反復型の数値解法である．そのストークス問題
への適用は，連続の方程式を線形拘束条件とみなすことにより可能となる（そのとき圧力は一
種のラグランジュ乗数になる）のであるが，それ自身は以前から周知であったし，収束性の証
明も一応はなされている（たとえば，Temam［4］，第1章5節参照）．
　一方，ストークス問題に課せられる境界条件については，流体力学においても数学解析にお
いても，壁面への粘着に対応するDirichlet条件，すなわち，第1種境界条件を採用するものが
圧倒的に大勢をしめている．ところが，最近ではある種の接合条件をともなう応用や領域分割
法における仮想境界（人工境界）での境界条件等の研究が盛んになったが，それらはNeumann
条件，すなわち，第2種の境界条件のもとでの境界値問題に関連している．Neumann境界条件
のもとでも，数学的な理論解析の立場からは，たとえば，解の存在や一意性については，線形
のストークス問題は完全に解決ずみである．しかし，Uzawa算法の収束性等については，明示
的な解明がなされていたわけではない．本論文の一っの成果は，Neumann境界条件の場合を含
めて従来知られていた収束性の考察を深化し，とくに，誤差の指数関数的減少を示したことで
ある．
　さらに本論文では，ストークス問題における一部の境界の上で課される境界条件が摩擦型境
界条件である場合を扱っている．この境界条件は境界に及ぼす流体の応力の大きさがあらかじ
め指定された限度値に達しないうちは流体は壁面に粘着しているが，応力が大きくなって限度
値を超えると壁面での滑りや漏れが起こり得るとする境界条件である．剛体に対するクーロン
摩擦の連想から摩擦型境界条件の名がっけられているのである．この摩擦型境界条件のもとで
のストークス問題の数学的解析は本論文の第二著者によって変分不等式論を用いて解決された
のであったが（Fujita［2］），連続の方程式を拘束条件とみなす立場での理論は第二著者ほか1
名によって整備された（Fujita－Kawarada［3｝）．さらにUZAWA算法は問題の非線形性もあっ
て理論上の興味が深いのであるが，応用上も近似の推進における反復法の個々の段階では，応
力の修正手順が簡単である魅力がある．それにっいては［3］で触れられているものの，確認の数
値実験は行われていない．また，収束性の考察に関しても，線形の問題の従来の結果に相当す
るやや弱い結果に留まっている．今回報告する研究では，実効性の確認や問題点の模索の見地
からの数値実験を遂行した．また，収束性の考察の深化，とくに，指数関数的収束が起こるか
どうか起こるとすればその証明は可能かの課題については研究を続行し，後日報告するつもり
である．
1．1　力学
　非線型の摩擦型の境界条件の考察には固体の接触摩擦との類似性の視点が便利であるので，
力学的概念構成の復習からはじめる．時刻’，位置a；＝＠1，a；2，…，aJn）∈Rn：実n次元空間の
第i成分をa；、，質量密度ρ，流速の第’i成分を’t・t，t，応力係数の第i，ゴ成分をσi，ab質量力の第i成
分蘇とし，Σの慣例に従った省略を用し・ると，質量と翻量の局所的保存則はそれぞれ
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次のように表される．
（1）　　　　　　　髪・絵一砿
（・）　　　讐・激（prtti？t，j　一　aij・）一・f・’
（1）：連続の方程式と（2）の組は、（1）と次の（3）：運動方程式の組と同値である．
（・）　　　・讐・磯一舞・・f・’
（2）を積分すると領域Ω内と表面（境界）P＝∂Ωでのカの釣り合いを表す等式
謀繭＋み脳←1）・一’da；1da；・…e…d・・n一ん・f・dx一仏（－1）距1敵・…e・・…d・・
が得られる．以後，領域Ωにわたる積分∫Ω砒のdxは省略する．角運動量の局所的な保存に
より，a・」は対称t’・一である・また穏やカ…流れを想定してa・」は艶の・次まで
のtensorで与えられるとする立場をとる．すなわちπは新しいscalar変数、λ，μは定数と
して，
　　　　　　　　　　　　％一曝・舞％・・像＋絵）
であるとする立場をとる瀞水Ep．三。、、を導入すると（1、〉・を雛係数という）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Tt．
（・）　a・j－一・幅＋・｛一畿暢＋憐＋絵）｝
（3）に代入すると（Navier－Stokes方程式）
（・）　・讐橘絵一一募・・｛孔弄2藷；・畿｝・・fi
が導かれる．これまでの仮定の下にρの温度依存性を無視する立場をとれば，ρをpの与え
られた関数とすることで流れの変数に関する微分方程式は完結する．
　　　　　　　　　　　　　　　∂　　　　　　　　　　　　　　　　＝0とすると左辺は0となる．そのとき変分形は6ui　＝　so，’1・t．tの2次の項を省略しかっ定常
　　　　　　　　　　　　　　　∂t
として次式が得られる．
　　　　　　　　　　鴫偽絵）（偽＋ひ’梶∂ai　∂賜）－1鍛
　　　　　　　　　一刷没・絵）像・謝一舞雛
　　　　　　　　　一1｛鰍1醇・唖霧・・f・・9i｝
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すなわち，
f。　・・jgi（－1）・一・d・・　・9・　da　．－f．1・偽舞）像＋絵）一（・＋淵霧一漁
新し嚇P－・＋畿を導入するとa・j－－P妬・・（∂tt・t」＋∂’tLi∂xz　∂Xj）となり，・・D・
（・）趣（－1晦ラ・砥一刷1裟・絵）傷磯）－p霧一・f…
がなりたつ．
　以後、実数値関数、実ベクトル値関数のみを考える．文脈でわかるかぎり実数値関数と、実
ベクトル値関数に別種の記号は用いない，
1．2　領域
有界領域　Ω⊂R．2または1～3における流体の流れを考える．滑らかな境界　∂Ω＝rは
FoとS　の2種にわけられ，　Po上ではDirichlet境界条件を満たすとする．
’tt　：＝β　　on　ro
S　上では　主題とする非線型の摩擦型の境界条件を要求する．
まず，　g∈L2（S）：正値　が与えられたとする．　nはFの外向き法線　grad＠π）はn
を固定しての微分，さらに1）は（6）のPである．S上でのベクトル値関数である応力は
　　　　　　a・dS－％（一・飾・1・㌦・・一｛’伽・・ad（一））坤・
により特徴づけられるのであるが，これに関連して摩擦型境界条件は次の形で課すのである．
　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　1σ1　　≦　y　　　　aeon　S，
　　　　　　　　　　　　gl’tt　i十σ‘tt　＝　O　　　　a・e・on　S・
簡単のため∂ro　も　∂S　も空であるとする．
たとえば　Ω　は　内壁ro　と　外壁S　の問の領域であるとイメージする．
1．3　基礎方程式
　　習慣にしたがってここでも次の問題の解をStokes流という．
　　　　　　　　　　　　　　｛　　　　　　　 一’ノム’tL十▽P＝f　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　in　Ω．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽・itL＝0
’ttは流速　pは圧力／ρ　∫は外力（体積力）　〃＝μ／ρは動粘性率　ρは質量密度で定数（非
圧縮の仮定）である．（第2の条件から1）と1，は一致する）
なお，右辺の　fを　∫一＠▽）11，に代えれば　Navier－Stokes方程式である．
　　　　　　　　　　　｛　　　　　 －1ノム’tt＋▽P＋＠▽地＝∫　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　in　Ω．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　▽・’tt＝0
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1．4　関数空間
　L2空間、　Sobolev空間　Hi，U1／2，〃－1，1－1　－1／2
弱解を定義するために，次のクラスを導入する．
などは周知のとおりとする．
κ・一 o・∈〃1（Ω）・…β・nP・｝
κ゜一 o’・t∈Hi（・）・’tt’・一・・n　F・｝
注意：　S上での’tt∈κβ＠∈KO）に対する要求は微分（変分）方程式で与える．
2　Uzawa算法
2．1　Uzawa算法（固定型）
　微分方程式の問題としては，形式的に
　一△’tt十grad　P
　　　　　div　’tt，
　　　　　　’tt、
　　　　　（TTI，
＝∫
＝0
＝β　　on　Po
＝α　　onS．
である．ただし．’tt，．I」は求めるべき関数，　f，α，βは与えられた（固定）関数であり，σnはSに対
する応力，rl，はSの外向き単位法線ベクトルである。時間変数の尺度を適当にとり動粘性率（
定数）〃＝1にしてある．
Uzawa算法は，　与えられたf∈L2（Ω），α，β∈1仁1／2（S）に対して，その変分形：
卿）一（7・，…9）一（f，　9）・躍姻S－・（∀9∈κo）
の解　＠，1））；’tt∈Kβ，p∈L2（Ω）　を求めるのに次の手順による｛lt（k），　p（k）｝　の　k→oo
　の極限として求めるものである．（拘束条件　div・’tt，＝0　は乗数1）に対するpenaltyとして
扱われている．）
ここで，α＠，’v）は次の式で定義される．
　　　　　　　　　　a（’・t，　’v）一嬬（絵・絵）（激・絵）・
step　O
注意
適当な　ρ＞0　を定める．
出発値の設定　　1）（o＞＝0，
1）（o）＝7，0　としたいときは　fを∫－grad　1／o　とかえれば上式でよい．
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step　I
　　P㈹
（1）
step　II
P（k）一→ttt（k）
に対し次式をみたす　㍑㈹∈κβである．
・（it・lkl，…）一（P（k），・…）一（f，・・）・趣・一・（…κ゜）・
1，㈹，itt．（た）一→1♪（k＋1）
　　　　　　　　　　　　　　1，（k＋1）　　＝　　1ノ（k）一ρdiV鴛（k）．
step　I　へ，
　特にS＝ののとき次の定理が成り立つ．
定理1　　上記の近似列｛’・・1，（k），P（k）｝の角￥｛ftt，，、1・｝への収束に関して，
　　　IL（k）→’ttの収束はH1（Ω）において指数的収束であり，また，
　　　∬，（k）→pの収束はL2（Ω）において指数的収束である．
2．2　指数収束（ρの選択）
　真の解を　（’tL，1ノ）　として　誤差　（π㈹，戸㈹）；π㈹＝で孟㈹一罵，16　k）＝7ノ㈹一p，
に関する次の漸化式が成り立つ．
（2）　　　　　　　α（π（k），1ρ）＝（戸（k），div　sc））　（∀￥c）∈Ke），
（3）　　　　　　　　　　　　　　　　　　戸（k＋1）　＝　　戸（k）－f）　divπ（k）．
注意　　S＝ののとき（15（k），1）　は　k　によらない．なぜならπ㈹∈H6（Ω）であるから
　　　　（P（k＋11・一・1・（kl，・1）一・（…調，1）一・み・㈹…一・（・（kl・一…F）・
定理1　の証明
誤差の指標として　　　　r（k）＝　lll」（k）112c2（Ω）　k＝1，2，3，…．を導入する．
漸化式（3）があるから　　1・（k＋1）＝　ll戸㈹一ρ　div　ft（k）　112
　　　　　　　　　　　　　　　＝　　Il戸（k）112－2ρ（7D（k），divπ（k））十ρ211divπ（k）li2
（2）でg＝π㈹　とすると　a（π㈹，π㈹）＝（戸㈹，divπ㈹）　であるから
　　　　　　　　　　　’r・（k＋1）＝r（k）－2ρa（π（k），π（k））十ρ21【divπ（k）ll2．
境界条件により211▽π㈲1「2≧a（・π（k），π㈹）＝1▽π㈹ll2＋ldivπ㈹ll2が成り立つから
（4）　tr’（k＋11・一…lk）≦一ゐ11▽・㈹112（ここにδ一ρ（4一ρ），2≦ρ≦4）・
（2）においてqとして次をみたすψを採用する（Bogovskiiの補題1　により存在する［1】）
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　　　　　　　　　　｛　　　ψ　∈ff6（Ω）⊂KO
　　　　　　　　　　　divψ　＝戸㈹
　　　　　　　　　　　ll▽ψll≦／3Ω　ll　P（k）　11，　βΩ＞1は領域定数
すると
　　　　　　　　　　　　睦1）（k）112　＝　α（π㈹，ψ），
　　　　　　　　　　　　　　　　≦　　α（π㈹，π（k））α（ψ，ψ）
　　　　　　　　　　　　　　　　≦　211▽冠㈲il　ll▽ψll
　　　　　　　　　　　　　　　　≦　　211▽π（k）UfiΩ　ll　1－，（k）　11
ここでll戸㈹ll≧0であるが，　Ill」（k）ll＝0であってもllp㈲II＞0であっても
　　　　　　　　　　　　　llP（k）ll≦2βΩll▽π㈹ll．
　　　　　　　　　7・㈹＝ll　1－，（k）　112　≦　　4fi3　11▽π（k）ll2．
このll▽・IL（k）U2を　（4）においてρ＝2従って　δ＝4＞0を採用したものに代入する：
　　　　　　　　　　7’（k＋1）≦・・（鳶Lδll▽誰）ll2
　　　　　　　　　　　　　　≦（1一δ／（4β孟））・㈹，
　　　　　　　　　　　　　　≦（・－1／β3）・㈹・
係数はkによらないから’r（k）＼0（k：→Oo）は指数収束であり，　l　l戸㈹11≦VFi6→0である．
また（2）でqをπ㈹と採ると
　　　　　　ll▽π（k）II2≦α（π（k），π（k））　＝　　（P（k），divπ（k）），
　　　　　　　　　　　　　　　　　≦　II戸㈹ll　ll▽π㈹ll．
II▽π㈹ll≧oであるから　　11▽君（κ）1［≦　VF（“→oは指数収束である．
π㈹∈κoよりllπ㈹IL・一→0指数収束もわかり，結局ilπ㈲IIH、→0指数収束が示された．
2．3　Uzawa算法（摩擦型）
　摩擦型境界条件のある問題は変分形で表すと，与えられた∫∈L2（Ω），　g∈L2（S），β∈
〃－1／2（PO）に対しラグランジュ関数乙（v，　（1，π）：
　　　　　’u∈Kβ，9∈L2（Ω），π∈M＝｛π∈L°°（S），1π1≦9a．e．onS｝について
　　　　　　　　　L（・，　（1，・）－ll・（v，v）一（11，・d・…t・）一（f，・v）・∠一・S・
のsaddle　pointを求める問題となる［3］．
すなわち，解（’tt，1），λ）はL（’v，（1，π）の次の意味でのsaddle　pointである．（ただし，第2．1節
と同様，’ノ＝1ととる，）
　　　　　疋＠，q，π）≦L（’tt，　1），λ）≦L（v，　P，λ），　　∀（v，　7），π）∈Kβ×ん2（Ω）×A4．
　1Bogovskiiの補題：Ω有界，～♪Ω区分的に滑らかとすると　領域定数βΩ≧1　があって
∀’・1∈”2（Ω），　（1・’，1）＝0　ヨψ∈〃δ（Ω）；divψ　＝　1・’，　ll▽ψll≦　βΩ11FII．
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この問題に対するUzawa算法は，解　＠，1♪，λ）を　（条件　div窺＝0　を陽に使わない）次
の手順により定まる　｛・tt（k），　p（k），λ（k）｝　の　ん→Oo　の極限として求めるものとなる．
step　O
注意
step　I
（5）
適当な　ρ＞0　を定める．
出発値の設定
　1）（o）ニ1，0　としたいときは
P（k），λ㈹一→itt（k）
7）（k），λ（k）
｛
　1）（o）＝0
　λ（o）　＝0．
fをf－grad　Po　とかえれば上式でよい．
に対し次式をみたす　ttt（k）∈Kβ　である．
・（jttl．kl，…）一（・（k），・…）一（f，　・）＋f、λ（kl・…dS－・
step　II　　　P（k），・tt（k），λ（k）一→1，（k＋1），λ（k＋1）
（6）
step　Iへ．　ただし
｛7♪（k＋1）　　＝　7，（k）一ρdiv’tt（k）λ圃一PM（λ㈹柳㈹s）
齢）ω一
???
（1λ（s）［≦．q（．9））
λ（b’）9（。）（1λ（の1・9（、））
（∀9∈KO）
λ∈L2（s），
3　数値実験
　第2節の算法の有効性を，その離散近似の数値実験により検証する．さしあたりの目標は
算法（近似）の収束の速さである．算法の基礎が変分法であるので，その変分をとられる積分
量は余裕をもって求まるが，逆に変分するものここでは？L㈹，p（k）を求めるのには精度が悪
い。しかし数値計算の動機としての普通の目標はこれらの関数にある．ここではその改良をし
てあるが，これは離散化の範疇にはいるので素朴な離散化との違いは問題ないであろう．算法
（近似）の収束の速さの検証は離散化の影響を箭い分けなければならない．これは離散化のパラ
メータ（領域の細分化数など）を実用の範囲で変えて行われる．つまり離散化のパラメータの
変化に結果が埋没しているようでは数値実験は成功したとはいえない．数値例については例外
的なものでないかぎり，漸近的な収束速度は同じになる（再現性が保証される）から一々論らわ
ない．以下，離散化の上で重要な点を述べる．記号は第2節のままとする（1ノ＝1とする）．領
域Ω＝S1×（O，　1）≡｛＠，の；0≦u；　〈1，0〈ltl〈1｝，（S1は1次元球面）を　M×〈r等分し
（分割数という），h＝1／M，　R；＝1／1＞とする．　ro＝｛ltl＝1｝，S　＝＝｛y＝0｝，方程式は　α（・，・）の
代わりに簡単のため同様な議論のできる　d（・，→＝＝（▽・，▽うを用いた．
特に∫，Sl，βを以下に現れる差分が導関数の良い近似となる実解析関数とし，？u（k），p（k）が滑らか
ならば
一・（A・，，，…，・・）・（9・ad・P（k），　g）　一（f…）・
ﾚ一P（k）n＋　X（k））・P・・IS・一・（…K・）
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摩擦型の境界条件のもとでのストークス流に対するUzawaの方法にっいて
であるからstep　Iでの’（t（k）は次の問題の解である．
＿△’tt（k）
　　　ro
∂・tt（k）
死　　　S
1・（k）P
＝　∫－grad　P（k）
＝β
＝一λ（k）　＋　P（k）n
基本的には（2．5）に台形公式を適用した離散化変分問題のEuler方程式を用いる．　Lagrange乗数
としてのpの境界値は任意であり内点∈Ωにおける値はstep　II（2．6）でのdiv・’tLを中心差分
で表したものになる．摩擦境界S上では∂婦∂Ti．・＝一λ＋pnであることを用いればよい．　step
Iでvt，に対する差分方程式にgrad　pに対応する中心差分が現れて，　Dirichlet境界Po上の1♪の
十分な精度の値を必要とする．そこで△（p　一　div　’tt）＝div∫を基にした次の式を用いる．
　　　　　　　　　　点＠｛，防）＝（砿ゴ紛におけるk－step目の値1，1夕）etc．について
（k十1）
1／i，0
（k＋1）
1）i，ゴ　　＝
（k＋1）
7ノ乞，N
・，12一ρ（λ1恕。。＋瑠＋（・・1牟）、，。、x成分一準）1，。、．成分）／2ん），
1・1鮎ρdi・囎f・…ゴ・N，（（△71）伸）一（△（7・－di吻）㈹一di・f，
一縄一餐（1ノ隻‡艮＿1＋1ノ算‡，農＿、）・・（1＋幾）pi，，k．＋1｛…（…f）一・・
ρ一1）
結果は指数収束とは矛盾するかのようなものであった．摩擦境界S上部分的に滑りが起こっ
たときその指数は10を底として～O．0064　（たとえばπ㈹，ρ㈲＝0（10－o・oo64k）ということ）
，（ρ＝O．86，M＝N＝10），～0。00059（ρ＝0．86，M＝N＝40）で　これは滑りが起こらない
とき（1λ1〈gonS），およびS全体で滑りが起こったとき（1λ1＝gonS）の～0．2（ρ＝1．2）
（勿論分割数には殆どよらない）に比べて随分と小さいものであった．
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